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Аннотация 

В статье доказано, что * - алгебра Lm всех m – измеримых операторов 

относительно субаддитивной меры, определенной на алгебре фон Неймана, является 0* 

- алгеброй. 

Ключевые слова: логика, проектор, топология, алгебра, эрмитовой часть, 

оператор,  мера, спектр. 

 Пусть М – алгебра фон Неймана,   - логика проекторов М,  

m – субаддитивная мера на М. Множество m – измеримых операторов обозначим через 

Lm . 

 Напомним, что в Lm определена топология сходимости по мере m и Lm является * 

- алгеброй относительно этой топологии [1]. 

 Определим порядок на эрмитовой части ( )m saL  * - алгебры Lm. 

 Определение. Элемент ( )m saT L  назовем положительным, если ( , ) 0T    

для всех ( )D T  , и будем считать, что T S , если ( )S T  - положительный 

оператор , ( )m saT S L . 

 Этот порядок согласован с алгебраическими операциями. 

 Теорема. * - алгебра Lm – всех m – измеримых операторов относительно алгебры 

фон Неймана М, действующей в гильбертовом пространстве Н, является 0*-алгеброй. 

Множество ограниченных элементов в Lm совпадает с М. 

 Доказательство. Условия 1),2) и 4) определения 1.23[1] доказываются простым 

вычислением. Проверим выполнение условия 

 3). Если , ( )m saT S L  и 0, 0T S  , то существуют положительные 

квадратные корни T  и S . 

 При этом верно, что T S S T , если TS ST . Далее, множество 

ограниченных элементов в Lm совпадает с М. В самом деле, если ( )m saT L  и 0 1T 

, то для любого ( )D T   
2 2|| || ( , ) ( , ) || ||T T        . Следовательно, оператор 

mailto:kkodirov65@mail.ru
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T , а вместо с ними оператор Т ограничены. Это означает, что множество всех 

ограниченных элементов в Lm совпадает с алгеброй фон Неймана М. 

 Покажем, что для Lm выполняется аксиома (I) из определение 0* - алгебры.

 Пусть  
I

T 
 - возрастающая ограниченная сверху сеть операторов из   .m sa

L  

Будем считать, что 0 T S   для всех I   где   , 1.m sa
S L S   Так как 

   , ,S     для любого   ,D S   то S является инъекцией. Поэтому 

существует обратный оператор 
1S 

 с областью определения 

  1( ) ; .D S S D S     Если  , 0S    для любого 

   , 0.D S то D S и S       Но ,S S   следовательно, 

  0,D S и S    т. е. 0.   Это означает, что  1 .D S H   Тогда 

   
1

1 1S S S
 

     т.е. 
1S 

- положительно определенный самосопряженный 

оператор в Н. Поэтому существует 
1S 

 и если  , ,S D S     то  

        1 1 1 1 1, , , , .S S S S S S               

Следовательно, 
10 1S   и поэтому 

1 ( )S B H  . Так как 
1 1S U US    для 

любого 
1( )D S   и унитарного оператора U M , то 

1S M  . Если ( )m saT L  и 

0T  , то      
*

1 1 1 1 0S T S T S T S     . 

Так как отображение 
1 1T S T S   из ( )m saL  в Lm сохраняет порядок, то 

положим 
1 1B S T S 
  . Тогда { }B  - возрастающая сеть из М и 0 1B   для 

всех I  . Алгебра фон Неймана монотонно полна, поэтому в М существует 

supB B


 .  Если 0 ( )m saB L  и 0B B I    , то  

   0 0( , ) lim( , ) ( , ), ( )B B B D B


         . 

Следовательно, В есть точная верхняя грань в ( )m saL  для сети { }B . Но 

 
1

1S S


  , поэтому отображение T ST S  из ( )m saL  в ( )m saL  является 

биекцией и сохраняет порядок. Это означает, что оператор T S B S  есть точная 

верхняя грань в ( )m saL  для сети { } IT  . Отсюда следует, что supPT P PTP


  для 

любого P . Следовательно,  sup supPTP P TP PT P P T P 
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   sup( ) supPT P P T P T T  
 

      

Отсюда PT TP . Теперь используя опять следствие 2.6. [1], получим, что TC=CT, если 

только ,T C CT I     где mC L . Таким образом Lm удовлетворяет аксиоме (I). 

 Пусть mN L  - максимальная коммутативная подалгебра в Lm. 

 Покажем, что эрмитова часть Nsa является решеткой относительно 

индуцированного частичного порядка. Достаточно показать, что для каждого saT N  

существует 0T  , так как (( ) 0)T S T S S      для любого , saT S N . Пусть 

saT N  и { ( )}P  -спектральное семейство проекторов для Т. Положим 

0 (0) (0)T TP P T   . Тогда 0 saT N  и 0

0

( )T dP   



   для любого 0( )D T  . В 

частности,  

   0 0

0

( , ) ( ( ) , ) 0, ( )T d P D T      



    

и 0

0

(( ) , ) ( (0) , ) ( ( ) (0) , (0) )T T P T d P P P       



   
0

( ( ) , ) 0d P   



   

т.е. 0 0T   и 0T T . Пусть , 0,saS N S S T   , тогда  

0(0) (0) (0) 0, (0) (0)P S P SP P S P TP T      , 

и    0(0) (0)S P S P S T    

Следовательно, 0 0T T   в saN , т.е. saN  - решетка. Теорема доказана. 

 Теперь рассмотрим ( )m saL  - эрмитову часть Lm. Она, очевидно, является 

йордановой алгеброй относительно умножения 
1

( )
2

x y xy yx  . Оказывается, в 

этой йордановой алгебре, как и для случая JW – алгебр, совместность и операторная 

коммутируемость совпадают [1]. 

 Следствие . Йорданова алгебра ( )m saE L  является топологической  

OJ – алгеброй, относительно топологии сходимости по мере. Множество ограниченных 

элементов Е совпадает с JW – алгеброй Мsa. 
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