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Аннотация 

В данной статье  рассмотрены примеры субаддитивных мер в пространствах 

измеримых функции и доказано, что любая субаддитивная мера продолжается до 

полуаддитивной функции   на 
2R . 

Ключевые слова: пространства, алгебра, субаддитивная мера, полуаддитивная 

функция, последовательность. 

Пусть (X,F) измеримое пространство, т.е. Х некоторое множество, а 2XF   

некоторая  - алгебра. 

 Определение. Отображение :m X R  называется субаддитивной мерой на 

Х, если оно удовлетворяет следующим условиям: 

1) ( ) 0, ( ) 0m m A A      

2) ( ) ( )A B m A m B    для ,A B F . 

3) ( ) ( ) ( )m A B m A m B   для ,A B F . 

4) Если 1 2 ...A A   - возрастающая последовательность измеримых множеств и 

n

n

A A , то ( ) lim ( )n
n

m A m A


 . 

Пример 1. Любая мера   в  Х является субаддитивной мерой. Докажем это. 

 Выполнение условий 1), 2) и 4) очевидно. Проверим выполнение условия 3). 

Действительно, если A B    то, ( ) ( ) ( )A B A B    . Для любого  

, , ( ( \ )) ( ) ( \ ) ( ) ( )A B F A B A A B A A B         . 

2. Пусть  - мера Х со свойством ( ) 1X  . Тогда ( ) ( )m A A  - является 

субаддитивной мерой. 

Непосредственно проверяется выполнение условий 1), 2) и 5). Покажем 

выполнение условие 3).  

( ) ( ) ( ( \ ))m A B A B A B A     

( ) ( \ ) ( ) ( ) ( ) ( )A B A A B m A m B          

mailto:kkodirov65@mail.ru
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 Пусть  - мера в Х.   - функция R


 в R


 со следующими свойствами: 

(i) (0) 0, ( ) 0 0x x     , 

(ii) ( ) ( ), , 0x y x y x y       

(iii) ( ) ( ) ( ), , 0x y x y x y        

(iv) ( ) ( )n nx x x x    . 

Такие функции назовем полуаддитивными на R. Тогда 

     ( ) ( ( ))m A A       (1)  

является субаддитивной мерой. 

 Из последнего примера возникает вопрос: всякая ли субаддитивная мера имеет 

вид (1), для некоторой  ? 

 Теорема . Пусть (X,F) – измеримое пространство,  - непрерывная мера Лебега на 

Х. Тогда любая субаддитивная мера m имеет вид: ( ) ( ( ))m A A  , для любого A F  

и некоторой полуаддитивной функции  на R


. 

 Доказательство. Для любого a R  определим ( )a  следующим образом: 

( ) ( )
( )

( )

m A если a A для некоторого A F
a

m X противном случае




 
 


. 

Покажем, что : R R    полуаддитивная функция. Свойство (i) очевидно. 

(ii) Пусть x y . Покажем, что ( ) ( )x y  . Возможны следующие варианты: 

а) 1 2( ), ( )x A y A    для некоторых 1 2,A A F . Такие как x y , т.е. 

1 2( ) ( )A A  , то существует 2G A  такое, что 1( ) ( )G A x   . Отсюда 

1( ) ( ) ( )x m A m G   , 

2 2( ) ( ) ( ( \ )) ( ) ( )y m A m G A G m G x     . 

б) 1( )x A  для некоторого 1 2, ( )A F y A   для любого 2A F . Тогда 

1( ) ( ) ( ) ( )x m A m X y    . 

с) 1( )x A  для любого 1 2, ( )A F y A   для некоторого 2A F . Из 

неравенства x y  имеем, что 2( )A x  . По непрерывности меры это означает, что 

существует 1A F  такое, что 1( )x A  и утверждение получается как в случае а). 

д) 1 2( ), ( )x A y A    для любых 1 2,A A F . В этом случае 

( ) ( ) ( )y x m X   . 

(iii). Покажем, что ( ) ( ) ( )x y x y     . 

а) 1 2( ), ( )x A y A   , для некоторых 1 2,A A F . 

Здесь возможны два случая: 



IB
M

S
C

R
 |

 V
o

lu
m

e
 2

, I
ss

u
e

 8
, A

u
g

u
st

 

IB
A

S
T

 |
 V

o
lu

m
e

 3
, I

ss
u

e
 6

, J
u

n
e

 

 

453 

INTERNATIONAL BULLETIN OF APPLIED SCIENCE 

AND TECHNOLOGY

ECHNOLOGY 

 

UIF = 8.2 | SJIF = 5.955 ISSN: 2750-3402 

IBAST 

1) ( )x y X       и        2) ( )x y X  . 

 Доказательство проведем для каждого случая по отдельности. 

1) Пусть ( )x y X  , т.е. 1 2( ) ( ) ( )A A X    . 

Если обозначим через 1 2C A A , то имеем, что 

    1 2( ) (( \ ) ( \ ))C X A X A  . 

Это означает, что существует множество  

    1 2( \ ) ( \ )D X A X A  

с условием ( ) ( )C D   и 2 1 2(( \ ) ) ( )A A D A   

Отсюда имеем, что  

1 2 1 2 1( ) ( ) ( ( \ ) )x y A A A A A D      . 

Поэтому 

1 2 1( ) ( ( \ ) )x y m A A A D     

1 2 1 1 2( ) ( \ ) ) ( ) ( ) ( ) ( )m A m A A D m A m A x y       . 

2) Пусть ( )x y X  , т.е. 1 2( ) ( ) ( )A A X    . Это означает, что  

1 2( ) (( \ ) ( \ ))C X A X A  . 

В этом случае ( ) ( )x y m X   . Поэтому  

 1 2 1( ) ( ) ( ( \ )x y m X m A A A     

1 2 1 2 1 1 2(( \ ) ( \ ))) ( ) ( \ ) (( \ ) ( \ )))X A X A m A m A A X A X A    

1 2( ) ( ) ( ) ( )m A m A x y     . 

 б) 1( )x A  для некоторого 1 2, ( )A F y A   для любого А2. Тогда 

( )x y C   для любого C F . Поэтому 

    1( ) ( ) ( ) ( )x y X m A m X     . 

 с)  1x A  для любого  1 2,A F y A   для некоторого 2 .A F  В этом 

случае      2 .x y m x m A     

 д)    1 2,x A y A   для любых 1 2, .A A F Тогда  x y C   для 

любого .C F  Поэтому   

           .x y m x m x m x x y         

(IV) непосредственно вытекает из нормальности меры и субаддитивных мер. Теорема 

доказана. 

 В случае, когда Х – дискретное множество, тогда теорема неверна, т. е. не 

существует полуаддитивная функция, для которой выполняется:     ,m A A   

для любого .A F  
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 Пример 2. Пусть   . ,i i I
A F X A


  где I не более чем счетно. Пусть 

на  2XF   задана мера   и субаддитивная мера m и 

     , , 1, 2, .....i i i iA c m A d i      

 Предположим, что существует полуаддитивная функция  такая, что 

    m A A   для всех .A F  Для простоты считаем, что мера  равномерная, т. 

е.  i jc c c   для всех i и  j. Субаддитивную меру m можно выбрать так, что вообще 

говоря  ,i jd d  при   .i j  Из предположения вытекает, что  

    .i i j jd c c d     Противоречие. 

Это означает, что субаддитивная мера m не может быть произвольной, т. е. m 

также должна быть равномерной.  

Заключение: Для произвольных дискретных мер и произвольных субаддитивных мер 

заданных на измеримом пространстве, вообще говоря, не существует их связывающей 

полуаддитивной функции.. 
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